
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

5η Εβδοµάδα, 1η και 2η ∆ιάλεξη

Συστήµατα ∆ιαφορικών Εξισώσεων

Με t ϑα συµβολίζουµε την ανεξάρτητη µεταβλητή και µε

x = x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))

την προσδιοριστέα διανυσµατική συνάρτηση (διανυσµατικό πεδίο).

΄Εστω έχουµε ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων:

dx1

dt
= Φ1(x1, . . . , xn, t)

(0.1) · · · · ·
dxn
dt

= Φn(x1, . . . , xn, t).

Με Φ(x, t) ϑα συµβολίσουµε το διάνυσµα

Φ(x, t) = (Φ1(x, t), . . . ,Φn(x, t)).

Ο συµβολισµός
dx
dt ή αλλοιώς x′(t) ϑα σηµαίνει

dx

dt
= (

dx1

dt
, . . . ,

dxn
dt

) ή x′(t) = (x′1(t), . . . , x′n(t))

και το ολοκλήρωµα του x(t) ϑα είναι διάνυσµα µε συνιστώσες∫ b

a
x(t)dt =

(∫ b

a
x1(t)dt, . . . ,

∫ b

a
xn(t)dt

)
.

Στην περίπτωση n = 2 και n = 3, µερικές ϕορές, αντί για (x1, x2), (x1, x2, x3)
ϑα γράφουµε (x, y), (x, y, z) αντιστοίχως.

Χρησιµοποιώντας αυτούς τους συµβολισµούς µπορούµε να γράψουµε το

σύστηµα σε διανυσµατική µορφή

dx

dt
= Φ(x, t).

Με |x| συµβολίζουµε το µήκος του διανύσµατος x, δηλαδή

|x| =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n,

παροµοίως

|Φ| =
√

Φ2
1 + · · ·+ Φ2

n.

Ορισµός. Λέµε ότι το διανυσµατικό πεδίο Φ(x, t) ικανοποιεί την συνθήκη του

Lipschitz (ή είναι Lipschitz συνεχής) ως προς x σε κάποιο χωρίο Ω× (a, b) ⊂
Rn+1

, εάν υπάρχει σταθερά K > 0 τ.ω.

(0.2) |Φ(x, t)−Φ(y, t)| ≤ K|x− y|,
για όλα τα x,y ∈ Ω και t ∈ (a, b).

Εδώ και στο εξής, παροµοίως µε το x,

y = (y1, y2, ..., yn).
1
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Παράδειγµα 0.1. Το διανισµατικό πεδίο

Φ = A(t)x + f(t)

όπου A(t) δοσµένος πίνακας µε ϕραγµένα στοιχεία και f δοσµένη (διανυσµα-

τική) συνάρτηση, ικανοποιεί την (0.2) για όλα x,y ∈ Rn
. Πράγµατι, σε αυτή

τη περίπτωση

(0.3) |Φ(x, t)−Φ(y, t)| = |A(t)x−A(t)y| ≤ K|x− y|

µε K = maxt∈(a,b) ‖A(t)‖. Εδώ ‖A(t)‖ είναι το µέτρο του πίνακα A µε

στοιχεία aij(t), π.χ. µπορούµε νε πάρουµε

‖A(t)‖ =
( n∑

i,j=1

a2
ij(t)

)1/2
.

Χρησιµοποιήσαµε την γνωστή ανισότητα

|A(x− y)| ≤ ‖A‖|x− y|.

Θα τονίσουµε ότι εδώ η σταθερά K µπορεί να επιλεγεί ανεξάρτητη από x και

y. ?

Παράδειγµα 0.2. Το διανισµατικό πεδίο

Φ(x) = (x2
1, x

2
2)

ικανοποιεί την (0.2) µόνο σε ϕραγµένα χωρία αφού δεν υπάρχει τέτοια σταθερά

K < +∞ αν το χωρίο δεν είναι ϕραγµένο. Πράγµατι, έστω Ω ϕραγµένο χωρίο,

έχουµε

|Φ(x)−Φ(y)| = |(x2
1 − y2

1, x
2
2 − y2

2)| =
√

(x2
1 − y2

1)2 + (x2
2 − y2

2)2 =√
(x1 + y1)2(x1 − y1)2 + (x2 + y2)2(x2 − y2)2 ≤

K
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 = K|x− y|,
όπου

K = max{max
Ω
|x1 + y1|,max

Ω
|x2 + y2|}.

Εδώ η σταθερά εξαρτάται από x και y. Αν το χωρίο δεν είναι ϕραγµένο,

τότε όποια και αν είναι η σταθερά K < +∞ µπορούµε να επιλέξουµε π.χ.

|x1 + y1| = |x2 + y2| > K και συνεπώς√
(x1 + y1)2(x1 − y1)2 + (x2 + y2)2(x2 − y2)2 =

|x1 + y1|
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 > K|x− y|.
Προφανώς το ίδιο ισχύει και για Φ(x) = (x2

1, ... , x
2
n) µε n > 2.

Ορισµός. Λέµε ότι το διανυσµατικό πεδίο Φ(x, t) είναι της κλάσεως C1
x, αν

η κάθε συνιστώσα Φk είναι της κλάσεως C1
ως προς x.

Λήµµα 0.1. Αν Φ(x, t) ∈ C1
x σε κάποιο κυρτό χωρίο Ω, τότε είναι Lipschitz

συνεχής (ως προς x) συνάρτηση στο Ω.

Απόδειξη. ΄Εστω

M = sup
Ω,i,j=1,...,n

|∂Φi

∂xj
|.
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Για κάθε Φi(x, t), µε σταθεροποιηµένα x,y,t και µεταβλητή s έχουµε

d

ds
[Φi(x + sy, t)] =

n∑
k=1

∂Φi

∂zk
(x + sy, t)yk,

όπου zk = xk +syk. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Μέσης Τιµής για την Φi(z, t),
όπου z = x + sy, 0 ≤ s ≤ 1, ϑα πάρουµε

Φi(x + y, t)− Φi(x, t) =
d

d s
[Φi(x + sy, t)]

∣∣∣
s=s∗i

και εποµένως

Φi(x + y, t)− Φi(x, t) =
d

d s
[Φi(x + sy, t)]

∣∣∣
s=s∗i

=

(0.4)
n∑

k=1

∂Φi

∂zk
(x + sy, t)

∣∣∣
s=s∗i

yk,

για κάποιο s∗i ∈ [0, 1].
(

Πράγµατι για την hi(s) = Φi(x + sy, t) έχουµε

Φi(x + y, t)− Φi(x, t) = hi(1)− hi(0) = h′i(s
∗
i ) =

d

d s
[Φi(x + sy, t)]

∣∣∣
s=s∗i

για κάποιο s∗i ∈ [0, 1].
)

Από την (0.4) προκύπτει ότι ∀i

(
Φi(x + y, t)− Φi(x, t)

)2
=
( n∑

k=1

∂Φi

∂zk
(x + sy, t)

∣∣∣
s=s∗i

yk

)2
≤

(0.5)

n∑
k=1

(∂Φi

∂zk
(x + sy, t)

∣∣∣
s=s∗i

)2 n∑
k=1

y2
k ≤ nM2|y|2,

όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει από την ανισότητα Cauchy−Schwarz
για το δεξί µέρος της (0.4). Αθροίζοντας την (0.5) ως προς i, ϑα πάρουµε

|Φ(x + y, t)−Φ(x, t)|2 ≤ n2M2|y|2.

Εξάγοντας την τετραγωνική ϱίζα, λαµβάνουµε

(0.6) |Φ(x + y, t)−Φ(x, t)| ≤ nM |y|.

΄Οπου η (0.6) είναι η συνθήκη του Lipschitz για την Φ(x, t), µε σταθερά του

Lipschitz να είναι η K = nM .

�

Θυµίζουµε την ανισότητα Cauchy − Schwartz: έστω a και b δυο διανύ-

σµατα στον Rn
, τότε

|a · b| ≤ |a||b|
ή ( n∑

k=1

akbk
)2 ≤ ( n∑

k=1

a2
k

)( n∑
k=1

b2k
)
.

όπου a = (a1, ..., an) και b = (b1, ..., bn).
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Θα χρειαστούµε την ακόλουθη ανισότητα. Υποθέτουµε ότι το διανυσµατικό

πεδίο φ(t) : R→ Rn
, φ(t) =

(
φ1(t), ..., φn(t)

)
είναι συνεχές, τότε

(0.7)
∣∣∣ ∫ t

t0

φ(τ)dτ
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ t

t0

|φ(τ)|dτ
∣∣∣.

Πράγµατι, ϑεωρούµε την οµοιόµορφη διαµέριση του διαστήµατος (t0, t) σε m
ισα διαστήµατα µήκους ∆t = |t− t0|/m, tk = t0 +k∆t, k = 1, ...,m. ΄Εχουµε∣∣∣ ∫ t

t0

φ(τ)dτ
∣∣∣ =

∣∣∣( ∫ t

t0

φ1(τ)dτ, ...,

∫ t

t0

φn(τ)dτ
)∣∣∣ =

∣∣∣( lim
m→∞

m∑
k=1

φ1(tk)∆t, ..., lim
m→∞

m∑
k=1

φn(tk)∆t
)∣∣∣ ≤

lim
m→∞

m∑
k=1

∣∣(φ1(tk), ..., φn(tk)
)∣∣∣∣∆t∣∣ =

∣∣∣ ∫ t

t0

|φ(τ)|dτ
∣∣∣.

Η (0.7) είναι η επάκταση της γνωστής για µια συνάρτηση h(t) : R → R
ανισότητας ∣∣∣ ∫ t

t0

h(τ)dτ
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ t

t0

|h(τ)|dτ
∣∣∣.

Εστω t0 δοσµένος αριθµός και c = (c1, ..., cn) δοσµένο διάνυσµα. Πρόβλη-

µα Cauchy (ή πρόβληµα αρχικών τιµών): για T > 0 να ϐρεθεί η λύση της

εξίσωσης

(1.1)
dx

dt
= Φ(x, t), για |t− t0| < T,

η οποία επαλήθαυει τη συνθήκη

(1.2) x(t0) = c.

Θα ξεκινήσουµε µε την µοναδικότητα της λύσης και ϑα δώσουµε διαφορε-

τική απόδειξη σε σχέση µε την περίπτωση n = 1.

Θεώρηµα 1.1. Αν το διανυσµατικό πεδίο Φ(x, t) ικανοποιεί την συνθήκη του

Lipschitz ως προς x σε ένα χωρίο Ω × (t0 − T, t0 + T ) ⊂ Rn+1
, όπου c ∈ Ω,

τότε υπάρχει το πολύ µια λύση του προβλήµατος (1.1), (1.2).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν δυο λύσεις x(t) και y(t), όπου

x(t0) = y(t0) = c. Εισάγουµε την συνάρτηση σ(t) η οποία ισούται µε το

τετράγωνο της απόστασης µεταξύ των x(t) και y(t):

(1.3) σ(t) = |x(t)− y(t)|2 =

n∑
k=1

[xk(t)− yk(t)]2 ≥ 0.

Παραγωγίζουµε την σ(t), έχοντας υπόψη ότι x(t) και y(t) είναι λύσεις του

συστήµατος (1.1)

σ′(t) = 2

n∑
k=1

[xk(t)− yk(t)][Φk(x, t)− Φk(y, t)] =

= 2[x− y] · [Φ(x, t)−Φ(y, t)].
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Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy − Schwarz, ϑα πάρουµε

(1.4) σ′(t) ≤ |σ′(t)| = 2|(x− y) · (Φ(x, t)−Φ(y, t))| ≤

≤ 2|x− y||Φ(x, t)−Φ(y, t)| ≤ 2K|x− y|2 = 2Kσ(t).

Από την (1.4) αµέσως προκύπτει ότι

σ′ ≤ 2Kσ =⇒ (σ′ − 2Kσ)e−2Kt ≤ 0 =⇒ (σe−2Kt)′ ≤ 0,

άρα για t ≥ t0
σ(t)e−2Kt ≤ σ(t0)e−2Kt0 =⇒ σ(t) ≤ σ(t0)e2K(t−t0).

Αφού x(t0) = y(t0), έχουµε σ(t0) = 0 και εποµένως σ(t) ≤ 0. Από την (1.3)

προκύπτει ότι σ(t) ≡ 0 και |x(t)− y(t)|2 ≡ 0 για t ≥ t0.
Συνεπώς x(t) ≡ y(t) για t ≥ t0.
Με παροµοιο τρόπο µπορούµε να µελετήσουµε την περίπτωση t < t0. Είναι

προφανές ότι −σ′(t) ≤ |σ′(t)| και εποµένως

−σ′ ≤ 2Kσ =⇒ σ′ ≥ −2Kσ =⇒ (σe2Kt)′ ≥ 0.

΄Αρα για t ≤ t0 έχουµε

σ(t)e2Kt ≤ σ(t0)e2Ka =⇒ σ(t) ≤ σ(t0)e2K(t0−t).

Συνεπώς σ(t) ≡ 0 για t ≤ t0, δηλαδή x(t) ≡ y(t) για t ≤ t0.
�
Προφανώς µε τον ίδιο τρόπο µπορούµε να αποδείξουµε την µοναδικότητα

και στην περίπτωση µιας εξίσωσης. Το ϑεώρηµα µοναδικότητας ισχύει υπό

πιο γενικές συνθήκες, συγκεκριµένα:

Θεώρηµα 1.2 (Osgood). Αν σε ένα χωρίο Ω× (t0 − T, t0 + T ) ⊂ Rn+1
(µε

c ∈ Ω) η κάθε συνιστώσα του Φ(x, t) ικανοποιεί την

|Φi(x, t)− Φi(y, t)| ≤ ϕ(

n∑
k=1

|xk − yk|), i = 1, . . . , n,

όπου ϕ(u) είναι συνεχής συνάρτηση, η οποία

1. ϕ(u) > 0 για u > 0 και

2. ∫ a

ε

du

ϕ(u)
→∞, όταν ε→ 0 (a > ε),

τότε υπάρχει το πολύ µια λύση του προβλήµατος (1.1), (1.2).

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 1.2 είναι παρόµοια µε την απόδειξη που δώ-

σαµε για µια εξίσωση.

Θα περάσουµε τωρα στην ύπαρξη της λύσης. ΄Οπως και στην περίπτωση

µιας διαφορικής εξίσωσης, για να αποδείξουµε την ύπαρξη και µοναδικότητα

της τοπικής λύσης, ϑα ακολουθήσουµε την µέθοδο των διαδοχικών προσεγ-

γίσεων. Το πρώτο ϐήµα είναι να περάσουµε από το διαφορικό σύστηµα σε

ολοκληρωτικό σύστηµα, που είναι ισοδύναµο µε το πρόβληµα Cauchy (1.1),

(1.2). ΄Εστω x(t) είναι λύση του διαφορικού συστήµατος (1.1), ολοκληρώνουµε

αυτό το σύστηµα ως προς t από t0 και έχουµε∫ t

t0

x′(τ)dτ =
(∫ t

t0

x′1(τ)dτ, . . . ,

∫ t

t0

x′n(τ)dτ
)

=
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(x1(t)− x1(t0), . . . , xn(t)− xn(t0)) = x(t)− x(t0).

΄Αρα

x(t)− x(t0) =

∫ t

t0

Φ(x, τ)dτ

και αφού x(t0) = c έχουµε

(1.5) x(t) = c +

∫ t

t0

Φ(x, τ)dτ.

Θα δείξουµε τώρα ότι η συνεχής λύση της (1.5) ϑα είναι και η λύση του προ-

ϐλήµατος (1.1), (1.2). Αν η x(t) είναι συνεχής, τότε και η Φ(x, t) ϑα είναι

συνεχής, εποµένως το δεξί µέρος της (1.5) έχει παράγωγο ως προς t, συνεπώς
και το αριστερό µέρος είναι παραγωγίσιµο ως προς t, άρα παραγωγίζοντας την

(1.5) παίρνουµε

x′(t) = Φ(x, t),

δηλαδή η x(t) είναι λύση του διαφορικού συστήµατος. Είναι προφανές ότι

x(t0) = c.

Θα ξεκινήσουµε µε την περίπτωση ύπαρξης της ολικής λύσης.

Θεώρηµα 1.3 (ολική ύπαρξη).΄Εστω το διανυσµατικό πεδίο Φ(x, t) είναι

συνεχές ως προς t και ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschitz (0.2) στο διάστηµα

|t− t0| ≤ T για όλα τα x,y ∈ Rn
. Τότε για οποιαδήποτε αρχική συνθήκη c το

πρόβληµα Cauchy (1.1), (1.2) έχει µια και µοναδική λύση στο |t− t0| ≤ T .

Απόδειξη. Κατασκευάζουµε τις διαδοχικές προσεγγίσεις του προβλήµατος :

φm(t) = c +

∫ t

t0

Φ
(
φm−1(τ), τ

)
dτ, m > 0,

φ0(t) τυχαία συνεχής συνάρτηση τ.ω. φ0(t0) = c. Αφού η φ0 είναι συνεχής

στο |t − t0| ≤ T , τότε και η φ1 ϑα είναι συνεχής στο |t − t0| ≤ T κ.ο.κ.

Εποµένως όλες οι προσεγγίσεις είναι συνεχείς συναρτήσεις. Θα αποδείξουµε

ότι η ακολουθία

(1.6) φ0(t), φ1(t), φ2(t), ..., φm(t), ...

συγκλίνει οµοιόµορφα για |t − t0| ≤ T . Ας τονίσουµε εδώ ότι τα φm είναι

διανύσµατα:

φm(t) =
(
φm1(t), φm2(t), ..., φmn(t)

)
, m = 0, 1, 2, ....

΄Εστω

M = max
|t−t0|≤T

|Φ(φ0, t)|.

Το M <∞, επειδή συνεχής σε κλειστό διάστηµα συνάρτηση είναι ϕραγµένη.

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, υποθέτουµε ότι t0 = 0 και t ∈ [0, T ]. Η απόδειξη

για αυθαίρετο t0 και για t < t0 γίνεται µε χρήση της αντικατάστασης t→ t+t0,
t→ t0 − t αντίστοιχα. Θέτουµε για λόγους απλότητας φ0 ≡ c, εποµένως

|φ1(t)− φ0(t)| = |
∫ t

0
Φ(φ0, τ)dτ | ≤

∫ t

0
|Φ(φ0, τ)|dτ ≤M

∫ t

0
dτ = Mt,

|φ2(t)−φ1(t)| = |
∫ t

0
[Φ(φ1(τ)−Φ(φ0, τ)]dτ | ≤

∫ t

0
|Φ(φ1, τ)−Φ(φ0, τ)|dτ ≤
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≤
∫ t

0
K|φ1(τ)− φ0(τ)|dτ ≤ K

∫ t

0
Mτdτ = KMt2/2.

Οµοίως παίρνουµε

|φ3(t)− φ2(t)| ≤ K
∫ t

0
|φ2(τ)− φ1(τ)|dτ ≤ K

∫ t

0
KMτ2/2dτ =

K2M

2

t3

3
,

. . .

|φm+1(t)− φm(t)| ≤ M

K

(Kt)m+1

(m+ 1)!
.

΄Οπως και στην περίπτωση µιας διαφορικής εξίσωσης, µπορούµε να αντικατα-

στήσουµε την ακολουθία (1.6) µε την σειρά

(1.7) φ0(t) +

∞∑
m=0

[φm+1(t)− φm(t)],

(
δηλαδή φ0i(t) +

∞∑
m=0

[φm+1i(t)− φmi(t)], i = 1, 2, . . . , n
)

της οποίας το m-οστο µερικό άθροισµα συµπίπτει µε την

φm(t) = (φm1(t), . . . , φmn(t)).

Οι απόλυτες τιµές των µελών της (1.7) δεν υπερβαίνουν τα αντίστοιχα µέλη της

σειράς

|c|+ M

K

∞∑
m=0

(Kt)m+1

(m+ 1)!
,

η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα για |t| ≤ T στην

M

K
(eKt − 1) + |c|.

Εποµένως η σειρά (1.7) συγκλίνει οµοιόµορφα και ως συνέπεια παίρνουµε την

οµοιόµορφη σύγκλιση της (1.6). Αποµένει να αποδείξουµε ότι η

φ(t) = lim
m→∞

φm(t)

είναι λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών. Αρκεί να αποδείξουµε ότι φ(t)
είναι λύση της αντίστοιχης ολοκληρωτικής εξίσωσης. Θεωρούµε την σχέση

|
∫ t

0
Φ(φm, τ)dτ −

∫ t

0
Φ(φk, τ)dτ | ≤

∫ t

0
|Φ(φm, τ)−Φ(φk, τ)|dτ ≤

≤ K
∣∣∣ ∫ t

0
|φm(τ)− φk(τ)|dτ

∣∣∣→ 0, k,m→∞.

Εποµένως

(1.8)

∫ t

0
Φ(φm, τ)dτ →

∫ t

0
Φ(φ, τ)dτ καθώς m→ +∞.

Θεωρούµε την σχέση

(1.9) φm+1(t) = c +

∫ t

0
Φ(φm, τ)dτ.
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Το αριστερό µέλος της (1.9) τείνει στο φ(t). Από την (1.8) έχουµε ότι και το

δεξί µέλος έχει όριο που ισούται µε

∫ t
0 Φ(φ, τ)dτ . Και εποµένως, περνώντας

στο όριο στην (1.9), για την φ(t) ϑα έχουµε

φ(t) = c +

∫ t

0
Φ(φ(τ), τ)dτ.

΄Αρα η φ(t) είναι λύση του προβλήµατος

dx

dt
= Φ(x, t), x(0) = c.

�
Παρατηρούµε ότι το Θεωρηµα 1.3 (όπως και το αντίστοιχο για µία εξίσω-

ση) µας δίνει µια ικανή και όχι αναγκαία συνθήκη ολικής επιλυσιµότητας.

Θα διατυπώσουµε τώρα το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας της τοπικής

λύσης.

Θεώρηµα 1.4 (Picard).΄Εστω η Φ(x, t) είναι ορισµένη και συνεχής σε ένα

χωρίο Ω×(t0−T, t0 +T ) ⊂ Rn+1
και ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschitz ως

προς x για οποιοδήποτε κλειστό και ϕραγµένο χωρίο Ω̄′ που ανήκει εξολοκλήρου

στο Ω.

Τότε, για κάθε (t0, c) ∈ Ω υπάρχει ένα διάστηµα [a, b], το οποίο περιέχει το

σηµείο t0, όπου υπάρχει µια και µοναδική λύση του προβλήµατος Cauchy (1.1),

(1.2).

Το ϑεώρηµα της ύπαρξης ισχύει υπό πιο γενικές συνθήκες, συγκεκριµένα:

Θεώρηµα 1.5 (Peano). Αν το διανυσµατικό πεδίο Φ(x, t) είναι συνεχής

συνάρτηση ως προς (x, t) σε κάποιο χωρίο Ω × (t0 − T, t0 + T ) ⊂ Rn+1
, τότε

υπάρχει τουλάχιστον µια (τοπική) λύση της (1.1) που περνά από το δοσµένο

σηµείο (x0, t0) ∈ Ω.

Οι αποδείξεις αυτών των ϑεωρηµάτων είναι παρόµοιες µε εκείνες για µια

εξίσωση.

Ας κατασκευάσουµε τις διαδοχικές προσεγγίσεις στην περίπτωση δυο εξι-

σώσεων. ΄Εχουµε

dx1

dt
= Φ1(x1, x2, t), x1(t0) = c1

dx2

dt
= Φ2(x1, x2, t), x2(t0) = c2.

Ως µηδενική προσέγγιση ας πάρουµε την φ0(t) = (c1, c2), η πρώτη προσέγγι-

ση είναι φ1(t) = (φ11(t), φ12(t)) µε

φ11(t) = c1 +

∫ t

t0

Φ1(c1, c2, τ)dτ,

φ12(t) = c2 +

∫ t

t0

Φ2(c1, c2, τ)dτ,

η δεύτερη προσέγγιση είναι φ2(t) = (φ21(t), φ22(t)) µε

φ21(t) = c1 +

∫ t

t0

Φ1(φ11(τ), φ12(τ), τ)dτ,
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φ22(t) = c2 +

∫ t

t0

Φ2(φ11(τ), φ12(τ), τ)dτ,

· · · · ·
η m-οστή προσέγγιση είναι φm(t) = (φm1(t), φm2(t)) µε

φm1(t) = c1 +

∫ t

t0

Φ1(φm−11(τ), φm−12(τ), τ)dτ,

φm2(t) = c2 +

∫ t

t0

Φ2(φm−11(τ), φm−12(τ), τ)dτ,

· · · · ·
Παράδειγµα 1.1 Κατασκευάστε την πρώτη και τη δεύτερη διαδοχική προ-

σέγγιση της λύσης του προβλήµατος Cauchy

dx

dt
= x+ y2 + t2, x(0) = 0

dy

dt
= x+ sin2y, y(0) = 0,

παίρνοντας ως µηδενική προσέγγιση το διάνυσµα φ0(t) = (0, 0)
Λύση. Η πρώτη προσέγγιση είναι φ1(t) = (φ11(t), φ12(t)) µε

φ11(t) =

∫ t

0
τ2dτ =

t3

3
,

φ12(t) =

∫ t

0
0dτ = 0,

δηλαδή φ1(t) = (t3/3, 0).
Η δεύτερη προσέγγιση είναι φ2(t) = (φ21(t), φ22(t)) µε

φ21(t) =

∫ t

0

(τ3

3
+ τ2

)
dτ =

t4

12
+
t3

3
,

φ22(t) =

∫ t

0

τ3

3
dτ =

t4

12
,

δηλαδή φ2(t) = (t4/12 + t3/3, t4/12). ?

Παράδειγµα 1.2 Κατασκευάστε την πρώτη και τη δεύτερη διαδοχική προ-

σέγγιση της λύσης του προβλήµατος Cauchy

dx

dt
= x− y + t, x(0) = 0

dy

dt
= x+ y, y(0) = 1,

παίρνοντας ως µηδενική προσέγγιση το διάνυσµα φ0(t) = (0, 1)
Λύση. Η πρώτη προσέγγιση είναι φ1(t) = (φ11(t), φ12(t)) µε

φ11(t) =

∫ t

0
(−1 + τ)dτ =

t2

2
− t,

φ12(t) = 1 +

∫ t

0
1dτ = 1 + t,

δηλαδή φ1(t) = (t2/2− t, 1 + t).
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Η δεύτερη προσέγγιση είναι φ2(t) = (φ21(t), φ22(t)) µε

φ21(t) =

∫ t

0

(τ2

2
− τ − 1

)
dτ =

t3

6
− t2

2
− t,

φ22(t) = 1 +

∫ t

0

(τ2

2
+ 1
)
dτ =

t3

6
+ t+ 1,

δηλαδή φ2(t) = (t3/6− t2/2− t, t3/6 + t+ 1). ?


